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XARXES DE CUES EXPONENCIALS

B Sistemes de cues exponencials formant una xarxa de muntatge de
ordenadors o cotxes, per exemple.

B Podem considerar dos tipus de xarxes de S.E.:

a) OBERTES. reben entrades de clients procedents de una o varies poblacions
externes i que tenen sortides cap a I’exterior;.

b) TANCADES. No reben entrades de poblacions externes ni tenen sortides a
I’exterior. Numero constant de clientes circulant dins de la xarxa.

Exemple. C ) T )
| Exter.
Xarxa oberta de S.E. Pobl. 1= =-=» (1) » (3)---—

Il
\ g \ / T

X
'
7
LTINS
"Pobl. 2}
\ ’,'
Exemple. Sistema M/M/s/./N: 77 - 6\@
\ S
:::
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Xarxes Obertes. Teorema de Jackson

Condicions sota les que les xarxes obertes de S.E. presenten propietats per

efectuar una analisis per descomposicio.

o

1.El S.E. (nodo) 7 té un numero de servidors s;de caracteristiques identiques
entre si. Els temps de servei de cada servidor tenen distribucio exponencial

de probabilitats amb capacitat individual de servei ;.

2.La capacitat de la cua en cada S.E. és il-limitada.

3.Els clients que han estat servits en el nus 7 es reparteixen entre els nusos s
e E(/), emergents del 7/, amb probabilitats p; = 0 constants al llarg de tota

I’evolucio del sistema.

4. el temps associat a I'arc (7)) és zero.

Si totes les arribades externes estan distribuides poissonianament i1 es
verifiguen les condicions anteriors llavors s’anomenen xarxes de Jackson i

sobre elles pot aplicar-se el resultat del teorema de Jackson (1957) .

— Grau 11U UB-UPC. Esteve Codina || TCiS Xarxes de Cues.
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Teorema de Jackson. Segui una xarxa oberta de S.E. verificant les
condiciones per a la descomposicio anteriors, amb solucions del sistema:

N .
A =T, +.§L/1' Py J=1...N tals que 4 <S ‘4 per a tot S.E.

=1,...,N.
Llavors cada S.E. es comporta com una cua M/M/s; amb entrades

de clientes con taxa ﬂi | que presentara en estat estacionari una

distribuci0 de probabilitats propia de les cues M/M/s i
Independent de la dels altres sistemes dins de la xarxa.

A1 I1 P P - Pne || A2
. _ . + . . . . .
_ZN_ _rN_ _p]_N p2N pNN__ﬂN_
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X
/
/
TN =50 4 oo ¢ I _ L
{POU. 2\: A1 10 O 0 O | 1 O O || 4 10
‘\\ ,,' 2,2 - 5 + 1/2 O O 12 —> 3 _1/2 1 O 2,2 - 5
As] | 0] |12 1 2/3| A |[-1/2 -1 1/3||4s] | O]
A.1=10 ( A.=10
22:5"‘1/211 %<ﬂ’2:10
13:1/211"‘12"'2/313 \23:45
oo
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B Per tant les xarxes de Jackson exhibeixen de la propietat que la distribucido de
probabilitats del nimero de clients en una estacio / y el nUmero mig de clients en la
estacio es pot calcular tractant I'estacio / como un modelo M/M/s amb taxa d’arribades

A i taxa de servei per servei 4;.

B El procediment d’analisis consisteix en els seguents punts:

1. Estableix la matriu d'incidencies entre nusos, P, constituida per la probabilitat P; de
cada possible transicio de nus.

2.Resoldre el sistema de equacions lineal: A=r+A4-P.

3. Verificar que 4 <S -4 para /=1,...,N.

4.El nimero de clientes total en la xarxa, LTotaI . és la suma dels clientes en cada

N
estacié de servei: Lroa = ELi .

9 Universitat de Barcelona
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és el

Total z )
5.El temps esperat de permanencia al sistema es W on = r'
P P P A i=1

numero mig de clients que arriben des de I’exterior al sistema per unitat de
temps.

Exemple. Es vol dimensionar la xarxa de S.E. anterior i es disposa de servidors con taxa
individual de servei u = 12. Determinar en cada nus el numero minim de servidors de
forma que la xarxa de S.E. presenti estat estacionari i calcular les demores mitjanes en tots
els S.E. de la xarxa.

Se sap que les entrades als S.E. 1, 2 i 3 son respectivament: 10, 10, 45. Per tant:
1.Peralnusl,sis;=1, p;=A/u =10/12 <1.
2.Peralnus 2,sis,=1, p2= AU, = 10/12 <1.
3. Per al nus 3, cal dotar-lo de s;= 4 servidors i llavors ps = A3/(Sz -u3) = 45/(4-12) <1.

Els nusos 1 i 2 amb un sol servidor son cues de tipus M/M/1 amb les mateixes taxes
d’entrada:

P: L
L=L,= " =5 Wi=W,=—=1/2
1-p, o Py=1- p; =1-10/12 = 1/6;
( X X ]
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El nus 3 es comporta com una cua M/M/4:

Si 0=A3/u3 =45/12 llavors:

-1 -1
S 4
1 1 1 45
140+ 924+ T34 T 4 ) 1(™y.16 | =0,006561
Po L0t 507+ 0 Eop 20,57+4!(12)
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Exemple
Es disposa de servidors amb taxa de servei u=8. Per a la xarxa determinar:

a) El nimero minim de servidors en cada sistema de espera de forma que s’arribi a I'estat
estacionari.

b) La taxa de sortida de clients a I'exterior per als S.E. 3 i 4.

-——
A1 [1©0] [o o w3 o074, 1 o -1u3 0 ][4 A,-\

A, ol |2 o o oA, ~1/2 1 0 0 || A, , \
Al | o T2 12 0 12 A T2 12 1 -12 Al sz ',EXter- ‘:
A 120] o 12 13 o0 |4, 0 -12 -13 1 [|[A,] |20 1/2 : ;
] o ] 20 v 3 : ,,/
A, 21,53 —_————— @~___—,
A, _| 10,76 1/2
A 34,84
Al 3692
Y X
b - 'YX X
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Per tant, per al sistema d’espera 1 son necessaris 3 servidors, per al nus 2, 2 servidors,
per al nus 3 son necessaris 5 servidors i per al nus 4, 5 servidors.

Les sortides a I'exterior per al nus 3 = 34,84/3=11,61333.

Les sortides per al nus 4 = 36,920/2=18,46.

B Pperalnusi, p =0,89708 0=A./u = 21,53/8 = 2,69125

-1
Po= 140+ 192+ 193 5 pi | = 1/38,9=0.02572
2 3l .
1=0

B Per al nus 2, p=A,/2u =10,76/16=0,6725, 6=A,/u = 1,345

2
P06 Ly 1
= 0P 11 we= "4 T = 02282
21(1-p) A, M
8[1_““[ Grau 1U UB-UPC. Esteve Codina || TCiS__ Xarxes de Cues.
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El model M/G/1

Els S.E. que responen a model M/G/1 son aquelles que:

o Les arribades segueixen un procés de Poisson amb taxa constant i
igual a A i son i.i.d.

o Els temps de servei obeeixen a una distribucio de probabilitat
comuna qualsevol i sén i.i.d, d’esperanca 1/u i varianca ¢°

o Hi ha un unic servidor al sistema.

Per aconseguir que s’arribi a I'estat estacionari n’hi ha prou amb que el
factor de carrega sigui < 1. (p <1)

P0=.Z -P

|

|
- 000
T 000
0 000
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La formula de Pollaczek-Khintchine determina I’esperanca matematica de la
longitud de cua en régim estacionari: Lq

A

_ Ao +p Ly

" 2(-p)

22\ p

: "2(1-p)

(1+u

1
A partir de las formules de Little s’obtenen la resta de magnituds, L, W, W.

La formula reflecteix la influéncia de la dispersio dels temps de servei
(varianga 6°) en el comportament del S.E.:

A major o2, major sera la longitud mitjana de cua Lqa igualtat

-
depi 4
00
®—= 000
9 Universitat de Barcelona . ‘ .
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Cas particular M/M/1, tenemos o° = 1/u? i la formula de Pollaczek-
Khintchine es converteix en,

2 2

L_/lz-02+p2_-/12,u2+p2_ 2P P
o 20-p) 20-p)  20-p) (1-p)
coincidint amb el resultat trobat anteriorment.

» Cas particular M/Ex/1: la distribucio dels tempos de servei és Erlang de

parametres k y u = 1/E[x], sa varianga és 1/(kn°) , i en aplicar la férmula de
Pollaczek-Khintchine:

Aot +p? 2.2 ku® + p? _l+k p°

L
1 2(1_p) 2(1_p) 2k (l_p) XY
e eos

TCiS. Grau-IU UB-UPC INTRODUCCIO ALS MODELS NO EXPONENCIALS




o En el cas M/D/1, la distribucié dels temps de servei és constant, de
mitjana 1/u unitats de temps (1 serveis per unitat de temps) y varianca

o’ = 0, la formula de Pollaczek-Khintchine determina I'expressio de la
longitud mitjana de la cua com,

Ao’ +p’ P
Lq: —
20-p)  2(-p)

X X J
@ Pt . . .
9 Universitatde Barcelona . ‘ .
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QTS_EXCEL: CASOS M/Ek/1, M/D/1

OtsPlus.xls [Compatibility Mode] - Excel

S M_| Is [Compatibility Mode] - Excel T M_Ek_1.xds [Compatibility Mode] - Excel

Insert  Page Layout  Formulas Data  Review  View  ACROBAT  Q Tell me yi an Insert  Pagelayout  Formulas  Data  Review  View  ACROBAT Q)

e Format Painter = % Arial Jo A s ==Ee- = General  ~| [f3Conditional Formatting = = &= Ing = % Arizl o AN == = General -~ [f3 Conditional
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- clipboard = Font = Alignment 5 Mumber Styles cd Clipboard = Font 7] Alignment G MNumber ® Style
Select model ¢ - n
model and pres H33 - I AZ - £
button.
M/D/1: POISSON ARRIVALS TO A SINGLE DETERMINISTIC SERVER M/E(k)/1: POISSON ARRIVALS TO A SINGLE ERLANG SERVER
il Enter input and plot parameters, then press "Solve" button.
escription
Input Parameters:
Arrival rate (%) 1 Probak I .
e M ; nput Parameters:
Model Poissoninputto g M t 1/ 0.6 )
Description and FIFO queue san service time (1/n) ' 0,50 Numb Arrival rate (1) 1,5
Plot Parameters: Mean service time (1/u) 0,5
i i ili i Erlang shape parameter (k 5
Run Model | WG Sensitiv Maximum size for probability chart 10 0,40 g pe p (k)
M/D/1: Poissor 1)
M/E(ky1: Pois Results: Plot Parameters:
M/H/: Poisson - . . - 0,30 i } .. N
DIM/: Consta gear_‘ '”terta"("'"‘)" time (1/2) : 6666666; Maximum size for probability chart 10
E(j)yMi1- Erlang ervice rate (L , . .
HIM/1- Hyperex Server tilization (p) 60,00% 0.20 Maximum time for Wa(t) plot >
G/MM: General o E
Help | E(j)E(k)/1: Erla Probability of an empty system (py) 04 Sol
Mean number of customers in the system (L) 1,05 Llus
Mean number of customers in the queue (Lg) 0,45 0,10 -
Mean waiting time (W) 1,05 Results:
Variance of the system wait (Var_W) : 0,585 0,00 - Mean interarrival time (1/3.) 0,666667
Mean waiting time in the queue (Wq) 0,45 01 2 3 4 Service rate () 2,0
Variance of the line delay (Var_Wq) 0,585 g Server utilization (p) 75.00%
Mean length of busy period (B) 1,5 . P ’
Probability for an empty system (pg) 0,250000
Mean number of customers in the system (L) 2,1
Mean number of customers in the queue (Lq) 1,35
M_D_1 SizeDistributionChart | PlotData | @ 4 » M_Ek_1 SizeDistributionChart | Waq(t)Chart | PlotData ... @ Pl
Ready H o - | Ready
Start-up | GlobalParameters ‘ @ 4

Ready
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APROXIMACIO DE LA CUA GI/G/s

Formula d’aproximacio d’ Allen-Cuneen

1 A
A= 1 — M T 1 —
ElT H E|x] P Sl ‘
: Exacta per a
= Var|7], o . = Var|x| M/M/s, M/G/1
Per a qualsevol sistema Gl/G/s esverifica:
C'(s,0)(N°0? + nu?o?
Bl ] = W, e C&:ON07 + o)
2sp(1 — p)
0° \
sl(1—
C'(s,0) = Prnys(N = s) = 319;( ’0)9‘5 0= .
o 2 T A=) sos
© universicatde Barcelona — Y Y
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APROXIMACIO DE LA CUA GI/G/s

Condicions properes a la saturacio: “heavy traffic”

1 1 A
A= — = — ,p= — =1-—
E[r] i E[x] P S/ ‘
02 = Var[r], o7 = Var[z]
Teorema de Kollerstrom.

Per a la cua Gl/G/s, w, (v.a. temps d’espera en cua) seguelx una
distr. aprox. exponencial 1:

=
Bl ] = W, ~ MO0 o Nor it
q q 2(1 — p) q 21— p)
000
8 s 2

.
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